Ndimeros

Complejosl|

Geometria del qubit, fases cuanticas

y compuertas de fase
Fundamentos para visualizacién y control de estados de qubits



Ruta conceptual del médulo

Punto de partida

Partimos de los niimeros complejos, la normalizacién y el qubit como sistema de dos niveles ya tra-
bajados. Ahora el foco cambia: no se trata de definir nuevamente el qubit, sino de entender por qué
un mismo vector algebraico admite una lectura geométrica y como esa lectura permite interpretar
compuertas de fase y rotaciones.

Estructura

El desarrollo avanza desde la parametrizacién de un estado puro de un qubit hacia la esfera de
Bloch, luego distingue fase global y fase relativa, introduce operadores como transformaciones geo-
métricas y cierra con visualizacién computacional en Python y Qiskit.
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Objetivos de aprendizaje reconstruidos

Competencias mateméticas

El estudiante debe convertir entre amplitudes complejas y coordenadas geométricas, reconocer
cuando dos vectores representan el mismo estado fisico y explicar cémo las probabilidades de me-
dicién se relacionan con la posicién del estado en la esfera.

Competencias computacionales

El estudiante debe construir estados y compuertas en Qiskit, visualizar estados de un qubit en la
esfera de Bloch, interpretar el efecto de Pauli, Hadamard, S, T y CRZ, y verificar por simulacién
que la geometria concuerda con las amplitudes.
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Prerrequisitos de la exposicion

Continuidad con el médulo anterior

Se asume que ya se domina la forma rectangular y polar de un nimero complejo, la conjugacion,
el médulo, la normalizacién de vectores complejos, la regla de Born y la definiciéon formal de qubit.
Esos elementos no se repiten desde cero; se usan como lenguaje operativo.

Motivacién
La pregunta de fondo es cémo pasar de un vector complejo abstracto a una imagen geométrica (til.

La respuesta sera la esfera de Bloch, una representacién que condensa probabilidades y fases relati-
vas en un punto tridimensional.
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Por qué se necesita una geometria del qubit

Problema que resuelve

Un estado de qubit se escribe con dos amplitudes complejas. Esa descripcidon es exacta, pero no
siempre permite ver de inmediato qué cambia cuando se aplica una compuerta. La representacién
geométrica organiza esa informacién y hace visible la acciéon de operadores como rotaciones.

Implicacién para computacién cuantica
El disefio de circuitos de un qubit se vuelve mas transparente cuando se interpreta una compuerta

como movimiento sobre una esfera. Esto permite anticipar mediciones, diagnosticar errores de fase y
comprender por qué algunas operaciones alteran probabilidades solo después de cambiar de base.
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Espacio de estados de un qubit

Estado algebraico

Un estado puro de un qubit se escribe como «|0) 4+ 3|1), con amplitudes complejas y condicién
||? + |8]> = 1. La normalizacién no es un requisito estético: es la condicién que convierte médulos

cuadrados en probabilidades.

Lectura conceptual

El par (a, B) contiene més informacién que una distribucidn cldsica sobre dos resultados. Ademas de
las probabilidades |a\2 y |,3|2 contiene una relacién de fase que puede modificar el comportamiento

bajo futuras compuertas.
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Parametros reales del estado puro

Conteo de parametros

Dos amplitudes complejas contienen cuatro niimeros reales. La normalizacién elimina un grado de
libertad, y la equivalencia bajo fase global elimina otro. Por eso un estado puro de un qubit puede
representarse mediante dos parametros geométricos.

Consecuencia
La esfera de Bloch no es una analogia informal. Surge de una reduccién precisa: el estado fisico de
un qubit puro se describe por una latitud y una longitud, que codifican el balance de probabilidades
y la fase relativa.
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Parametrizacion general

Forma estandar

Todo estado puro de un qubit puede escribirse, salvo una fase global, como

Interpretacion

El angulo 0 controla la distribucién de probabilidad entre los resultados 0 y 1. El dngulo ¢ controla
la fase relativa entre las amplitudes, y por tanto modifica cémo el estado interferird después de apli-
car compuertas que mezclan la base computacional.

|¢>:cosg|0>+ei¢sing|1>, 0<6<m 0<¢<2m.
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Coordenadas esféricas del qubit

Estados base y superposicion

De amplitudes a geometria

La forma anterior se traduce en un punto de la esfera

unitaria con coordenadas x = sinfcos¢, y = sinfsin ¢ o>

y z = cosf. La coordenada vertical codifica el sesgo de

medicion; la coordenada azimutal codifica fase relativa. y

Significado fisico

>
Estados cerca del polo norte tienen alta probabilidad
de medir 0; estados cerca del polo sur tienen alta pro-
babilidad de medir 1. Los estados del ecuador tienen
probabilidades iguales, pero pueden diferir radicalmente

por su fase relativa.
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Probabilidades y latitud

Probabilidades de medicién segun la latitud

-
o

Relacién con la regla de Born

En la parametrizacién esférica, Pr(0) = cos?(6/2) y oe
Pr(1) = sin?(6/2). La longitud ¢ no cambia estas pro-
babilidades si se mide directamente en la base compu-
tacional.

— Pr(0)
— Pr(1)

probabilidad

°
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Papel de la fase

10 15 2.0
. 2z . . e theta
Que ¢ no aparezca en la medicién directa no significa

que sea irrelevante. Su efecto se manifiesta cuando una

compuerta posterior transforma la fase en diferencia de

amplitud medible.
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Lectura de latitud y longitud

La latitud determina cuanto peso probabilistico tiene cada estado base. En la esfera, moverse de
norte a sur equivale a transferir probabilidad desde |0) hacia |1).

Longitud

La longitud determina cémo se compara la fase de la amplitud de |1) con la de |0). Esta variable no

siempre aparece en una medicion inmediata, pero determina el resultado de interferencias posterio-
res.
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Estados base y superposiciones ecuatoriales

Problem a Estados base y superposicion

Identificar cémo se ubican los estados mas usados en la
representacién geométrica. o

Interpretacion

<

Los estados |0) y |1) son polos. Las superposiciones
balanceadas ocupan el ecuador. Por tanto, dos estados
con la misma probabilidad de medir 0 pueden estar en
puntos distintos si su fase relativa cambia.

>
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Ejemplo: estado con probabilidades iguales

Problema

Analizar % |0) — % |1) desde la esfera.

Idea cuantica ilustrada

Ambas probabilidades son 1/2, pero el signo negativo desplaza el estado al lado opuesto del ecua-
dor respecto a |+). La diferencia no se observa si solo se mide en la base computacional, pero sf al
aplicar Hadamard.

Conclusién

La geometria separa dos preguntas: qué probabilidad tiene cada resultado y con qué fase relativa
interferird el estado después.
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Ejercicio guiado: de amplitudes a angulos

Enunciado

Considere [1)) = ? |0) — £ |1). Determine una parametrizacién 6, ¢ compatible.

Desarrollo

La amplitud de |0) es real positiva, asi que cos(0/2) = v/3/2y 6 = /3. La amplitud de |1) tiene
médulo 1/2 y fase —7/2, equivalente a 3m/2.

Interpretacion

El estado esté cerca del polo norte, porque medir O tiene probabilidad 3/4. Su longitud esté en
direccién negativa del eje y, porque la fase relativa es —7/2.
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Variacion: identificar un punto del ecuador

Enunciado

Considere [¢) = 5 [0) + i% 1).

Desarrollo

Los médulos de las amplitudes son iguales, por lo que § = 7/2. La amplitud de |1) tiene fase ¢ =
/2 respecto de la de |0).

Interpretacion

El estado estd sobre el ecuador y apunta hacia el eje +y. La probabilidad de medir 0 es 1/2, pero
su fase relativa no coincide con la de |+).
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Fase global: equivalencia fisica

Problema que resuelve

Dos vectores pueden diferir algebraicamente y aun representar el mismo estado fisico. La fase global
formaliza esta redundancia: |¢)) y e |4b) producen las mismas probabilidades en toda medicién.

Importancia

Sin esta identificacién, el espacio de estados tendria pardmetros que no corresponden a ninglin re-
sultado observable. La esfera de Bloch elimina esa redundancia y representa estados fisicos, no cada
vector algebraico posible.
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Ejemplo visual de fase global
Problema

Comparar un estado con i |q/)> Fase global: mismo punto fisico

Idea cuantica ilustrada

Multiplicar todas las amplitudes por el mismo factor
complejo rota simultaneamente sus fases, pero no altera

10>

relaciones internas. La posicién en la esfera permanece psi{i gamma)
igual porque las probabilidades y la fase relativa se con-
servan. x

Conclusién

Una diferencia algebraica no siempre implica una di-
ferencia fisica. La equivalencia bajo fase global es in-
dispensable para interpretar correctamente estados y
salidas de simuladores,

7|1>
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Fase relativa: informacion fisica

Problema que resuelve

La fase relativa distingue estados con las mismas probabilidades inmediatas. Si |0) y |1) tienen am-
plitudes de igual médulo, la diferencia fisica queda en cémo esas amplitudes se combinan bajo una

compuerta posterior.

Papel dentro del algoritmo cuantico

La interferencia cuantica depende de la fase relativa. Por eso muchas compuertas no cambian direc-
tamente las probabilidades de la base computacional, pero preparan estados que se comportan de
forma distinta después de Hadamard u otras transformaciones.
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Ejemplo visual de fase relativa

Fase relativa: movimiento sobre el ecuador
Problema

Comparar tres estados ecuatoriales con fases 0, 7/2 y
.

Idea cudntica ilustrada
Todos tienen Pr(0) = Pr(1) = 1/2. Sin embargo,
ocupan posiciones distintas en el ecuador. La esfera

muestra que la fase relativa es una coordenada fisica
del estado, no una decoracién algebraica.

7|1>

Conclusién

La fase relativa no se ve en una medicién directa de
Z, pero define cémo se transformara el estado bajo
operaciones posteriores.
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Interferencia como lectura de fase

La fase relativa se vuelve observable tras cambiar de base

-
o

Problema que resuelve

La fase relativa no es directamente una frecuencia de o8
resultados en la base computacional. Para observarla,

se debe cambiar la base de medicién o aplicar una com-
puerta que mezcle amplitudes. "

Pr(0) después de H

o
°
o
-
~
w
N
«
o

Interpretacion fisica

fase relativa phi

Una compuerta como Hadamard suma y resta amplitu-
des. Si las fases hacen que dos contribuciones lleguen
con el mismo signo, se refuerzan; si llegan con signos
opuestos, se cancelan. La interferencia convierte fase en
probabilidad.
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Ejercicio guiado: fase invisible y fase observable

Enunciado

Compare %(|0) +11)y %UO) - 1))

Desarrollo

Ambos estados dan Pr(0) = Pr(1) = 1/2 si se miden inmediatamente. Después de aplicar Hada-
mard, el primero se transforma en |0) y el segundo en |1).

Interpretacion

La fase relativa no cambia la estadistica de una medicién directa en la base computacional,
pero cambia la respuesta del estado ante una operacién que produce interferencia.
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Definicion rigurosa de esfera de Bloch

Construccién

La esfera de Bloch representa estados puros de un qubit mediante vectores reales unitarios ¥ =
(x,y,z). A cada estado normalizado se le asocia un punto de la esfera después de eliminar la fase
global.

Valor conceptual

Esta representacion traduce el algebra compleja en una geometria operativa: las compuertas unita-
rias de un qubit actiian como rotaciones del vector de Bloch, y la medicién en la base computacio-
nal se lee desde la coordenada z.
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De amplitudes a vector de Bloch

Foérmulas dtiles

Para |[¢)) = «|0) + 8]1), el vector de Bloch se calcula como

La coordenada z mide el desbalance de probabilidades. Las coordenadas x e y contienen la informa-
cién de coherencia entre las dos amplitudes, que es precisamente donde vive la fase relativa.

x = 2Re(a™B), y =2Im(a’B), z=|a]® - |8
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Del vector de Bloch al estado

Reconstruccién

Un punto de la esfera con coordenadas esféricas (6, ¢) se traduce en el estado cos(6/2) |0) +
e'®sin(A/2)|1). La reconstruccién es tnica una vez fijada la convencién de fase global.

Interpretacion

La geometria no elimina la informacién cuantica relevante; la reorganiza. La latitud recupera médu-
los, la longitud recupera fase relativa.
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Limitaciones de la representacion

Alcance

La esfera de Bloch describe estados puros de un qubit. Es una herramienta extremadamente (til
para operadores de un qubit, pero no sustituye el formalismo vectorial general cuando aparecen re-
gistros de varios qubits o correlaciones no separables.

Decision pedagégica

En este mddulo se usa la esfera para consolidar intuicién geométrica y operaciones basicas. Circui-
tos de miultiples qubits complejos y estados entrelazados se reservan para médulos posteriores.
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Operadores unitarios como movimientos

Problema que resuelve

En algebra lineal, una matriz unitaria preserva norma. En fisica cuantica, esa propiedad garantiza
que las probabilidades totales permanezcan normalizadas durante la evolucion.

Lectura geométrica

Para un qubit puro, una unitaria cambia la posicién del punto sobre la esfera sin sacarlo de la su-
perficie. Muchas compuertas elementales se interpretan como rotaciones alrededor de ejes especifi-
Cos.
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Operadores Pauli: tres ejes fundamentales

Pauli como rotaciones de pi alrededor de ejes

Motivacién

Las matrices de Pauli son los operadores elementales
que organizan la geometria del qubit. Funcionan como ez
generadores de transformaciones alrededor de los ejes x,

VY ge Y

Papel computacional

2
[
>

Ademas de ser compuertas de circuito, Pauli permite
describir mediciones, errores, rotaciones y observables.
En este mddulo se usan como puente entre matrices 1>

complejas y movimientos de la esfera.
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Pauli X
Accién algebraica

La compuerta X intercambia los estados base: X |0) = |1) y X |1) = |0).

Interpretacién geométrica

En la esfera, X es una rotacién de angulo 7 alrededor del eje x. Por eso invierte el polo norte y el
polo sur, mientras mantiene fija la direccién del eje x.

()
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Tipo: Ejercicio

Ejercicio guiado: aplicar X

Enunciado

Sea |1)) = a|0) + 3 |1). Determine X |1)) e interprete el resultado.

Desarrollo

Por linealidad, X [¢) = a/|1) + 3|0) = 50) + « |1).

Interpretacion

La compuerta intercambia las amplitudes asociadas a los polos. En términos de medicién, intercam-

bia las probabilidades de observar 0 y 1.
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Pauli Y
Accién algebraica

La compuerta Y también intercambia los estados base, pero introduce factores imaginarios: Y |0) =
i|1) y Y|1) = —i]0).

Interpretacién geométrica
En la esfera, Y es una rotacién de dngulo 7 alrededor del eje y. Los factores i no son detalles acci-
dentales; permiten que la transformacién sea unitaria y corresponda a la orientacién correcta de la

rotacion.
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Ejercicio guiado: aplicar Y

Enunciado

Aplique Y al estado ((2 r:ﬁﬁ)

Desarrollo

Multiplicar por Y da <_I(/%/—)i_/’\)//5\/6> = ((1 :12/’\)//6\/6)

Interpretacién

La operacién mezcla intercambio de amplitudes y fase. Esta es la razén por la que Y no puede en-
tenderse como un simple cambio clasico de etiquetas.
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Pauli Z
Accién algebraica

La compuerta Z deja fijo |0) y cambia el signo de |1): Z(«|0) + 8]1)) = «|0) — S |1).

Interpretacién geométrica

En la esfera, Z es una rotaciéon de angulo 7 alrededor del eje z. No cambia las probabilidades de
medir 0 o 1, pero si cambia la fase relativa.
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Ejercicio guiado: aplicar Z

Enunciado

Considere |+) = %(|O) + [1)). Calcule Z|+).

Desarrollo

La amplitud de |0) permanece igual y la amplitud de |1) cambia de signo. Por tanto, Z |+) =
70 = [1)) =1-).

Interpretacion

La probabilidad de medir O sigue siendo 1/2, pero el punto ecuatorial se desplaza al lado opuesto.
La operacién es puramente de fase en la base computacional.
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Por qué X, Y y Z son rotaciones de pi

Resultado geométrico

Las tres compuertas Pauli corresponden a rotaciones de 7 alrededor de sus respectivos ejes en la
esfera de Bloch. Esta interpretacién explica por qué todas son involutivas: aplicarlas dos veces de-
vuelve el estado inicial, salvo la representacién algebraica de fases compatibles.

Implicacion
La geometria convierte una tabla de matrices en una imagen dindmica: cada Pauli invierte los com-
ponentes perpendiculares a su eje y preserva la componente paralela.
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Comparaciéon geométrica de Pauli

l

Intercambia norte y sur, y conserva el eje x. Es la operacién mas cercana a una negacién clasica del
bit, aunque sobre superposiciones también actiia sobre coherencias.

l

Intercambia los polos con factores imaginarios y conserva el eje y. Su presencia muestra que la arit-
mética compleja es estructural, no opcional.

|

No cambia los polos, pero invierte el ecuador respecto al eje z. Es una operacién de fase que se
vuelve observable al cambiar de base.
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Hadamard como rotacion geométrica

Eje geométrico de Hadamard

Papel conceptual

Hadamard no solo crea superposiciones; cambia en-

tre descripciones donde la informacién se encuentra en 0>
poblaciones y descripciones donde la informacién se en-

cuentra en coherencias. y eigen +1

Geometria

En la esfera de Bloch, Hadamard corresponde a una
rotacién de 7 alrededor del eje proporcional a (1,0,1).
Por eso intercambia el eje z con el eje x: |0) se envia a >

I+ y 1) al-).

efgen -1
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Eje de Hadamard

Estados invariantes
Los estados alineados con el eje de Hadamard son eigenestados. Uno no cambia bajo H y el otro
cambia por un signo. En la representacién fisica, la direccién asociada al eigenvalor +1 permanece

fija.

Importancia

Identificar estados invariantes permite razonar sobre circuitos sin multiplicar matrices en cada paso.
La geometria muestra qué direcciones son preservadas por una transformacién.
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Ejercicio guiado: estado invariante bajo H

Enunciado

Encuentre un estado no nulo que no cambie al aplicar Hadamard.

Desarrollo

Resolver H [1)) = |1) equivale a buscar el eigenvector de eigenvalor +1. Una forma proporcional es

(cos(7/8),sin(7/8))".

Interpretacion

El estado apunta en el eje de rotacién de Hadamard. Como esta alineado con ese eje, la rotacién de
7 no altera su direccién fisica.
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Medicion después de operadores
Problema que resuelve

Una compuerta puede cambiar el estado sin cambiar inmediatamente las probabilidades en la base
computacional. Esto ocurre con operaciones diagonales como Z, So T.

Lectura correcta
Para evaluar el efecto fisico de una compuerta, no basta mirar una sola medicién. Se debe pregun-
tar si la operacién cambia la posicién en la esfera y como ese cambio afecta mediciones posteriores

en otras bases.
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Compuertas de fase: motivacion

Compuertas de fase: avances alrededor de z

Problema que resuelven

Las compuertas de fase modifican la fase relativa entre

|0) y |1) sin cambiar directamente sus médulos. Son o>
esenciales para controlar interferencias.

S|+>
Papel dentro de circuitos Thes
Aunque no alteren la estadistica de una medicién in- .

mediata en la base computacional, preparan diferencias
que Hadamard u otras compuertas pueden convertir en
probabilidades.
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Compuerta S

Definicién

La compuerta S aplica una fase i a la componente |1): S(«|0) + 5 |1)) = «|0) + i3 |1).

Geometria

Sobre la esfera, S corresponde a una rotacién de 7/2 alrededor del eje z. Mueve estados ecuatoria-
les por un cuarto de vuelta y deja fijos los polos.
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Compuerta S dagger

Definicion
La compuerta ST aplica la fase inversa —i a la componente |1). Es la inversa de S y satisface

sts=1.

Interpretacion

Geométricamente deshace la rotacién de S. En circuitos, las compuertas inversas son necesarias
para controlar fases sin acumular desplazamientos no deseados.

1 0
t
= %)
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Compuerta T

Definicién
La compuerta T aplica una fase ™% a |1). Su accién es maés fina que la de S, porque corresponde
a media rotacién de S alrededor del eje z.

Interpretacion computacional

La compuerta T es fundamental porque permite construir familias de circuitos mas expresivos. En
este médulo se interpreta tinicamente como una rotacién de fase de un qubit.

1 0
T= (0 ei7r/4>
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Compuerta T dagger

La compuerta 7' aplica e "™/* a la componente |1). Es la operacién inversa de T.

Significado geométrico

En la esfera, T retrocede un octavo de vuelta alrededor de z. Esta inversién permite construir y

deshacer ajustes finos de fase.
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S y T como pasos alrededor del eje z

Compuertas de fase: avances alrededor de z

Comparacién

Las compuertas diagonales no cambian las probabilida-

des de la base computacional porque no modifican los 0>

médulos de ac 'y . Su efecto es desplazar la longitud de

Bloch. | +>
T|+>
>

S avanza 7/2 y T avanza 7/4 sobre el ecuador cuando
se parte de una superposiciéon balanceada. Por eso son
herramientas naturales para estudiar fase relativa.
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Ejercicio guiado: medicion tras una compuerta de fase

Enunciado

Partiendo de |0), compare la probabilidad de medir 0 después de aplicar S y después de aplicar T.

Desarrollo

Como |0) es eigenestado de ambas compuertas con eigenvalor 1, se mantiene como |0). La probabi-
lidad de medir 0 es 1 en ambos casos.

Interpretacién

Las compuertas de fase tienen efecto observable sobre superposiciones, no sobre un estado que esta
exactamente en el polo norte.
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Secuencias de compuertas de fase

Motivacion

Las secuencias como HSH o HT'H muestran que una operacién diagonal puede convertirse, al
cambiar de base, en una transformacién que altera probabilidades de mediciéon.

Papel de Hadamard

Hadamard gira el marco de referencia: una fase aplicada alrededor de z puede reinterpretarse como
una rotacién alrededor de otro eje cuando se rodea por cambios de base.
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Ejercicio integrado: construir un estadocon X, Hy S

Enunciado

Determine conceptualmente por qué una secuencia X, luego H, luego S puede producir un estado
con amplitudes iguales y fase relativa negativa imaginaria.

Desarrollo

Primero X lleva |0) a |1). Luego H produce |—) = (|0) — |1))/+/2. Finalmente S multiplica la
componente |1) por i, obteniendo % |0) — i% [1).

Interpretacién

La secuencia combina inversién, creacién de superposicién y ajuste de fase. El resultado no se en-
tiende como tres instrucciones aisladas, sino como una trayectoria sobre la esfera.
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Rotaciones alrededor del eje Z

Definicién
Una rotacién alrededor de z cambia la fase relativa entre |0) y |1) sin cambiar la coordenada verti-
cal. En la esfera, esto significa moverse por un circulo de latitud constante.

Relacién con compuertas de fase

Sy T son casos discretos de esta familia. Entenderlas como rotaciones permite conectar matrices
diagonales, exponenciales complejas y visualizacién geométrica.
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CRZ: fase condicional

Z: fase condlclonal sobre el qublt ctuetlvo
control= U sin cambio ontrol=1: rotacién z

Problema que resuelve

CRZ aplica una rotacién alrededor de z sobre un qubit
objetivo solo cuando un qubit de control estad en el es-
tado que activa la operacién. Es la versiéon condicional
de una rotacién de fase.

‘

Interpretacion

La idea central no es todavia estudiar circuitos grandes,
sino comprender que una fase puede depender del es-
tado de otro qubit. Esta dependencia condicional sera
fundamental en mddulos posteriores, pero aqui se man-
tiene como una operacién elemental controlada.
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CRZ en forma matricial

Forma operativa

En la base computacional de dos qubits, CRZ deja inalteradas las componentes con control no acti-
vado y aplica una rotacién de fase al subespacio del objetivo condicionado.

Lectura computacional

El circuito no mide el control. La condicién se implementa coherentemente: si el control estd en
superposicién, la operacién preserva la linealidad de la evolucién cuantica.

1 0 0 0

0 1 0 0
CRZ(/\) = 0 0 efl)\/2 0

0 0 0 elr/?
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CRZ en Qiskit

Cédigo minimo
En Qiskit, una rotacién controlada alrededor de z se expresa como qc.crz(lambda_angle,

control, target). El orden de argumentos es crucial porque el primer indice es el control y el
segundo es el objetivo.

Interpretacion pedagogica

La linea de codigo representa una transformacién de fase condicionada. No debe interpretarse como
una instruccién clasica que mira el control y decide; es una operacién unitaria sobre el registro com-
pleto.
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Compuertas controladas y geometria

Lectura fisica

Una compuerta controlada hace que la evolucién del objetivo dependa coherentemente de la rama
del control. En el caso de CRZ, esa dependencia se manifiesta como una fase adicional en la rama
activada.

Alcance del médulo
Aqui se usa CRZ para entender fases condicionadas. El estudio detallado de circuitos de varios qu-

bits y correlaciones profundas queda fuera de esta unidad.
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Visualizacion de estados con esfera de Bloch

Problema que resuelve

Una lista de amplitudes complejas puede ocultar relaciones geométricas. La visualizacién de Bloch
permite detectar rapidamente si un estado esta cerca de un polo, en el ecuador, o si difiere de otro
solo por una rotacién de fase.

Uso académico
La visualizacién no reemplaza el célculo. Sirve para verificarlo, interpretarlo y detectar errores de

convencion en angulos, fases o ejes de rotacién.
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Como leer un diagrama de Bloch

La altura del vector indica el sesgo de medicién en la base computacional. La parte superior favore-
ce 0, la inferior favorece 1 y el ecuador representa probabilidades iguales.

Longitud

La direccién horizontal codifica la fase relativa. Dos puntos en el ecuador pueden tener las mismas
probabilidades y, sin embargo, responder de manera diferente ante Hadamard.
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Conversion visual: de imagen a estado

Primero se estima la latitud para obtener 0. Después se lee la longitud para obtener ¢. Finalmente
se escribe el estado como cos(#/2) |0) + €'® sin(6/2) |1).

Interpretacion

Este método traduce una imagen geométrica en una expresion algebraica. Es (til para comparar
salidas de visualizacién y resultados de simulacién.
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Ejemplo: identificar un estado en la esfera

Una imagen muestra un vector con amplitud de |0) mayor que la de |1) y longitud cercana a 7/2.

Idea ilustrada

La latitud determina médulos; la longitud determina fase relativa. Si @ = 7/3 y ¢ = 7/2, el estado
se escribe cos(7/6) |0) + isin(7w/6)|1).

Conclusién

La lectura visual exige separar dos informaciones: balance probabilistico y orientacién de fase.
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Comparacion visual de estados equivalentes

Problema Fase global: mismo punto fisico

Comparar |¢) y — |1) en la esfera.

7 . . 10>
Idea cuantica ilustrada

Aunque los vectores algebraicos apuntan en sentidos P
opuestos en el espacio vectorial complejo, representan psi{i gamma}
el mismo punto de Bloch porque difieren por una fase
global.

Conclusién =
La esfera representa estados fisicos. Por eso identifica
clases de equivalencia, no vectores crudos.
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Pares que difieren por fase local

Distincién terminolégica

Multiplicar todo el vector por una fase comin produce equivalencia fisica. En cambio, multiplicar
solo una componente de la base computacional modifica la fase relativa y normalmente cambia el
estado fisico.

Ejemplo conceptual

Los estados (|0)—i|1))/v/2 y (|0)+|1))/+/2 no difieren por una fase global: tienen la misma latitud,
pero longitudes distintas.
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Ejercicio guiado: equivalencia fisica

Enunciado

Decida si [1) y i|i) son fisicamente equivalentes.

Desarrollo

El segundo estado se obtiene multiplicando todas las amplitudes por el mismo nimero complejo de
médulo uno. Para cualquier observable, las probabilidades calculadas no cambian.

Interpretacion
Ambos estados ocupan el mismo punto de Bloch. La diferencia es una fase global, no una distincién

fisica.
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Ejercicio guiado: fase relativa distinguible

Enunciado

Compare %(|0) +11)y %UO) +i[1)).

Desarrollo

No existe un unico factor e” que transforme simultdneamente la primera amplitud en la primera

y la segunda en la segunda. La diferencia estd solo en una componente, por lo que cambia la fase
relativa.

Interpretacion

Los estados tienen igual mediciéon inmediata en la base computacional, pero son distinguibles me-
diante una operacién de cambio de base.
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Visualizacion de trayectorias de rotacion

. s 7 Compuertas de fase: avances alrededor de z
Motivacién P
Una trayectoria muestra mas que el estado inicial y
final. Permite ver si una operacién cambia latitud, lon- o>

gitud o ambas, y ayuda a detectar el eje de rotacion.

» 8|+>
Uso en este mddulo Tes

Se usaran trayectorias para interpretar Pauli, Hadamard

y compuertas de fase. Esto conecta matrices unitarias be>

con evolucién geométrica.
7|1>
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Trayectoria bajo rotaciones Z

Fase relativa: movimiento sobre el ecuador
Problema

Partir de un estado ecuatorial y aplicar rotaciones suce-
sivas alrededor de z.

Idea cuantica ilustrada

La trayectoria permanece en el ecuador porque las pro-
babilidades de 0 y 1 no cambian. Solo cambia la fase
relativa, que aparece como longitud.

Conclusién

Las rotaciones alrededor de z son operaciones de fase;
su efecto se ve geométricamente aunque no modifique
la medicién inmediata en la base computacional.

7|1>
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Trayectoria bajo Hadamard

Prob|ema Eje geométrico de Hadamard

Entender por qué Hadamard puede convertir informa-
cién de fase en probabilidad.

10>
Idea cuantica ilustrada gen +1
Hadamard no rota alrededor del eje z. Al mezclar polos
y ecuador, cambia qué coordenada de la esfera queda
asociada a la medicién computacional. x

efgen -1

Conclusién

Hadamard es una herramienta de lectura: transforma
ciertos contrastes de fase en diferencias de poblacién
medibles.

=
\%
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Estados alcanzables con familias de compuertas

Dado un estado inicial, diferentes conjuntos de compuertas generan diferentes subconjuntos de pun-
tos en la esfera. Algunas familias solo cambian fase, mientras otras también cambian latitud.

Interpretacién

Compuertas de fase como S y T mueven estados alrededor de z. Hadamard permite salir de una
latitud fija. Por eso combinar Hadamard con fases produce una exploracién mas rica de la esfera.
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Ejercicio guiado: por qué H y Z son complementarios

Enunciado

Explique por qué la combinacién de Hadamard y Z puede generar cambios que no se obtienen apli-
cando solo Z a |1).

Desarrollo

Aplicar solo Z a |1) produce — |1), que es fisicamente equivalente a |1). Hadamard mueve el estado
fuera del polo; entonces Z modifica una fase relativa observable después.

Interpretacion

Una compuerta de fase necesita superposicion para mostrar contenido fisico no trivial.
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Qiskit: construir estados de un qubit

El cédigo debe permitir preparar amplitudes, aplicar compuertas y extraer el vector de estado. En
este médulo, la simulacién se usa para comparar algebra y geometria.

Practica

El notebook incluye funciones para convertir de estado a vector de Bloch, graficar trayectorias y
contrastar visualizaciones de Qiskit con gréaficas de Matplotlib.
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Qiskit: visualizar en Bloch

Herramienta

Qiskit ofrece funciones como plot_bloch_vector y plot_bloch_multivector. Estas visualizacio-
nes son Utiles para inspeccionar el efecto de compuertas unitarias.

Interpretacién

La imagen debe leerse como estado fisico de un qubit, no como dibujo decorativo. La direccién del
vector resume probabilidades y fase relativa.
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Matplotlib: visualizacién controlada

Motivacion

Matplotlib permite generar diagramas personalizados para comparar estados, dibujar trayectorias y
anotar angulos. Es especialmente (til cuando se desea explicar el movimiento, no solo el punto final.

Uso en el notebook
Se incluyen funciones propias para calcular vectores de Bloch desde amplitudes, graficar esferas,

comparar fases globales y relativas, y visualizar rotaciones paso a paso.
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Ejemplo Qiskit: efecto de S sobre |[+>

Problema

Ver cémo una compuerta que no cambia probabilidades en la base computacional si cambia la posi-
cién del estado.

Procedimiento

Se prepara |+) con Hadamard y se aplica S. La medicién inmediata en la base computacional sigue
dando probabilidades iguales, pero el vector de Bloch rota hacia el eje +y.

Conclusién

La visualizacién muestra la fase relativa que la estadistica de medicién directa no revela por si sola.
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Ejemplo Qiskit: efecto de T sobre |+>

Comparar una rotacién de m/4 con una de /2 alrededor de z.

Se prepara |+) y se aplica T. El vector avanza la mitad de lo que avanzaria bajo S.

Conclusién

T introduce una fase maés fina. Esta granularidad es importante para construir circuitos con control
mas preciso de interferencias.
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Ejemplo Qiskit: CRZ

Problema

Interpretar una fase condicional en un circuito de dos qubits sin entrar en circuitos complejos.

Procedimiento

Se prepara un registro sencillo, se aplica crz(lambda_angle, control, target) y se compara el
vector de estado antes y después. La fase aparece solo en las componentes cuyo control activa la
operacion.

Conclusién

CRZ muestra que una fase puede estar condicionada de forma coherente. Esa idea prepara el te-
rreno para circuitos mas avanzados, pero aqui se estudia como operacién elemental.
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Comparar estados equivalentes en simulacién

El notebook compara [+) con e |¢)) mediante sus vectores de Bloch y probabilidades.

Interpretacion

Si ambos producen el mismo vector de Bloch y las mismas probabilidades para cualquier medicién,
la diferencia corresponde a fase global. Esto evita interpretar salidas de simulador como diferencias
fisicas inexistentes.
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Comparar fase relativa en simulacién

Objetivo
El notebook compara estados con los mismos médulos y distinta fase relativa. Las probabilidades
directas en la base computacional coinciden, pero las probabilidades después de Hadamard difieren.

Interpretacion

La simulacién confirma una idea fisica central: la fase relativa es real en el sentido operacional por-
que puede cambiar resultados medibles bajo un procedimiento adecuado.
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Error conceptual: fase global como observable

Diagnostico
Si un célculo concluye que |¢)) y — [¢) se distinguen por medicién, hay una confusién entre vector
algebraico y estado fisico.

Correccién

Una fase comdn no afecta productos internos de probabilidad ni posicién en la esfera de Bloch. La
distincion observable requiere cambio de fase relativa o cambio de médulos.
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Error conceptual: fase relativa irrelevante

La fase relativa puede parecer irrelevante si se mira solo una medicién en la base computacional.
Esa conclusién es incompleta.

Correccién
La fase relativa se manifiesta cuando el circuito cambia de base. Hadamard, por ejemplo, convierte
diferencias de fase entre |0) y |1) en diferencias de probabilidad.
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Error conceptual: Bloch como dibujo literal

La esfera de Bloch no es una trayectoria fisica ordinaria de una particula en el espacio. Es una re-
presentacion del estado cuantico abstracto de un qubit.

Correccién
Su utilidad esta en traducir amplitudes y fases a una geometria de probabilidades y transformacio-
nes unitarias. La esfera representa informacién de estado, no posicién espacial del sistema fisico.
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Error conceptual: control clasico en CRZ

Pensar que CRZ mide el control y luego decide una operacién es incorrecto. Esa interpretacién rom-
peria la coherencia de la evolucién.

Correccién
CRZ es una operacién unitaria controlada. Actda linealmente sobre superposiciones y modifica fases

de ramas especificas sin realizar una medicion.
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Mini-caso integrado |

Enunciado

Se prepara |+), se aplica S, luego Hadamard y se mide. Explique por qué el resultado no se obtiene
mirando solo la probabilidad inicial.

Desarrollo

Después de S, el estado tiene amplitudes de igual médulo y fase relativa 7w/2. Hadamard mezcla
esas amplitudes y convierte la fase en una diferencia de probabilidades.

Interpretacion

El circuito ilustra la cadena conceptual completa: superposicién, ajuste de fase, cambio de base e
interferencia observable.
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Mini-caso integrado Il

Enunciado

Dos estados tienen el mismo punto de Bloch. ;Qué relacién debe existir entre sus vectores algebrai-
cos?

Desarrollo

Si representan el mismo estado puro de un qubit, sus vectores normalizados deben diferir solo por
un factor global €.

Interpretacion

La igualdad geométrica identifica equivalencia fisica. En cambio, dos puntos distintos de Bloch im-
plican que existe alglin procedimiento de medicién capaz de distinguir los estados.
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Mini-caso integrado IlI

Enunciado

Una visualizacién muestra un estado en el ecuador que rota al aplicar T. ;Qué cambia y qué per-
manece fijo?

Desarrollo

Permanece fija la coordenada z, por lo que las probabilidades de 0 y 1 no cambian. Cambia la lon-
gitud, lo que equivale a cambiar la fase relativa.

Interpretacion

El ejemplo muestra por qué una compuerta de fase puede ser invisible para una medicién inmediata
y aun asi ser esencial para la evolucién posterior del circuito.
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Relacion entre algebra, geometria y codigo

Algebra

Las matrices y vectores dan la descripcién exacta. Permiten calcular estados, productos internos,
probabilidades y composiciéon de compuertas sin ambigiiedad.

Geometria

La esfera de Bloch revela estructura: fases relativas, ejes de rotacién, invariantes y trayectorias.

Cédigo

Python y Qiskit permiten verificar ambas representaciones y construir una practica reproducible de
andlisis de estados de un qubit.
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Qué puede responder el profesor con este material

Por qué

La esfera aparece porque el estado fisico de un qubit puro tiene dos pardmetros reales después de
normalizar y eliminar fase global.

De dénde sale la formula

La parametrizacién surge de escribir las magnitudes como coseno y seno de medio angulo y reservar
la fase restante como longitud azimutal.

Qué significa fisicamente

Las compuertas unitarias preservan norma y mueven el estado sobre la esfera; la medicién lee proba-
bilidades asociadas a la direccién del vector.
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Conexion con médulos posteriores

El control de fase y la interpretacion geométrica seran herramientas para estudiar circuitos mas
grandes, interferencia algoritmica y transformaciones mas complejas.

Alcance actual
En esta unidad se consolidan estados puros de un qubit, fases, compuertas de un qubit y una ope-

racién controlada de fase. No se requiere todavia entrar en entrelazamiento profundo ni algoritmos
de oraculo.
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Sintesis del médulo

Idea central
Un qubit no es solo una distribuciéon de probabilidad sobre 0 y 1. Es un objeto geométrico goberna-
do por amplitudes complejas, donde la fase relativa determina como se comportara el estado ante

futuras transformaciones.

Resultado académico

Al finalizar, el estudiante debe poder leer un estado en forma algebraica, ubicarlo en la esfera de
Bloch, predecir el efecto de Pauli, Hadamard, S, T y CRZ, y verificar sus conclusiones mediante
Python o Qiskit.
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Probabilidad directa vs lectura en otra base

Problema que resuelve

La medicién en la base computacional solo observa médulos de amplitud. Dos estados con los mis-
mos médulos pueden comportarse de manera distinta si antes se aplica una compuerta que mezcle
las amplitudes.

Papel dentro del médulo

Esta distincion justifica por qué la fase relativa no es un adorno algebraico. Puede no aparecer en
una medicién inmediata, pero se vuelve observable cuando el circuito cambia de base.
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Ejemplo: misma latitud, distinta longitud

Problema

Comparar dos estados ecuatoriales con probabilidades iguales para 0 y 1, pero con longitudes distin-
tas en la esfera de Bloch.

Idea cuantica ilustrada

La latitud fija las probabilidades de medicién en la base computacional; la longitud fija la fase re-
lativa. Por eso ambos estados pueden tener la misma estadistica directa y, aun asi, responder de
forma distinta ante Hadamard.

Conclusion

La esfera de Bloch separa visualmente informacién probabilistica e informacién de fase. Esa separa-

cién es central para interpretar compuertas de fase.
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Ejercicio guiado: CRZ sobre estados base

Enunciado

Considere una operacién CRZ con un qubit de control y uno objetivo. Explique sobre qué ramas de
la base computacional puede aparecer una fase condicionada.

Desarrollo
La operacién controlada solo modifica la parte del estado asociada al control activo. Si el control

no estd en la rama que activa la compuerta, la componente correspondiente permanece sin la fase
adicional.

Interpretacion

CRZ no mide el control. Mantiene coherencia entre ramas y por eso puede usarse para construir
dependencias de fase en circuitos mas extensos.
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Ejercicio guiado: comparar Sy T

Enunciado

Parta de un estado ecuatorial y compare conceptualmente el efecto de aplicar S y de aplicar T.

Desarrollo

Ambas compuertas rotan alrededor del eje z, por lo que conservan la latitud y las probabilidades

en la base computacional. La diferencia es el dngulo de avance: S produce un cuarto de vueltay T
produce un octavo de vuelta.

Interpretacion

La familia de compuertas de fase permite controlar de manera discreta la longitud del estado sobre
la esfera. Ese control es la base de muchas construcciones posteriores.
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Criterio operativo para analizar un qubit

Secuencia de analisis

Primero se verifica la normalizaciéon. Después se separan médulos y fase relativa. Finalmente se in-
terpreta el punto en la esfera de Bloch y se decide qué compuerta o medicién harad observable la
propiedad de interés.

Valor académico
Este criterio conecta algebra, geometria y cédigo. Evita estudiar las compuertas como recetas aisla-
das y permite razonar sobre la evolucién unitaria de un qubit.
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